Exercice 1

Dans cet exercice E désigne ’espace vectoriel R, [X] des polynémes a coefficients réels de degré

inférieur ou égal a 4. On définit sur cet espace la famille de polyndmes suivante :

X(X=D) . p _X(X-D(X-2) 5 _ X(X-D(X-2)(X-3)
T3 3! ne 4 '

P=1,P=X;PR=

1) Pour tout entier n, 1<n <4, déterminer les valeurs de P, (k) pour tout entier k compris entre 0 et
n.

2) Montrer que la famille (P, ),_ _, est une base de E.

0.
3) On définit sur E application f de la maniére suivante : pour P E, f(P)=P (X +1)—P(X).
3.a) Montrer que f est un endomorphisme de E.

3.b) Déterminer f(P,) pour tout entier n compris entre 0 et 4.

3.c) En déduire que, pour tout polynéme Q de R, [X] il existe un polyndme P € E tel que
Q= f(P). Ce polyndme est-il unique ?

S 3 f(P)=PR
4.a) Déterminer un polyndéme P tel que : .
P@0)=0

n
4.b) En déduire une méthode pour calculer Z K ounestunentier, n>2. Donner la valeur de cette
k=1

somme.

. . . f(R)=X?
5.a) Déterminer un polynéme R tel que : :
R(0)=0

n
5.b) En déduire une méthode pour calculer Z:k2 ol n est un entier, N> 2. Donner la valeur de
k=1

cette somme.



Exercice 2

Pour tout couple (p,q) d’entiers positifs, on pose : 1(p,q)= I:Xp(l— x)%dx. En particulier,
1(p,0) = [ x"dx et 1(0,q) = [ (1-X)"dx.

1) Donner les valeurs de | (p,0) et I(0,q). Pour cette derniére intégrale on pourra effectuer le

changement de variable t =1—X.

2) Montrer que, pour tout couple (p,q) e NxN*, onaI’égalité: 1(p,q)= Ll I (p+19-1).
P+

3) Pour tout entier positif ou nul g, on considere la propriéte H, :

plg!
(p+a)!

Montrer, par récurrence sur g, que H, est vraie pour tout entier positif ou nul g. (On rappelle que, par

«vpeN, I(p,q)= I(p+q,0) ».

convention, 0!=1). En particulier donner I (n,n).

1
4) On se propose de calculer I’intégrale | = IO X(1—x)dx.

4.a) Effectuer dans cette intégrale le changement de variable x =t*avec t >0.
4.b) Dans I’intégrale obtenue, effectuer le changement de variable t =sinu.

4.c) Déterminer la valeur de I.



Exercice 3

Soit f :IR® — R® I’application définie par f(X,y,2)=(X—Yy+2,—X+Y+2,22) , et
Id : R® — IR® I’application identité.
1.a) Vérifier que f est linéaire.

X

Désormais on identifiera un vecteur v = (X, y,z) de R® etsamatrice V =| y | dans (e,,e,,€;) base

z
standard de R®.
1.b) Déterminer la matrice M associée a f dans la base (€;,€,,€,).
X 0
1.c) Determiner ker f =< X =| y |, f(X)=]| 0 |} et en donner une base. On notera U, un vecteur de
z 0
cette base.
2.a) Déterminer la dimension de Im f .
-1 1
2.b) Montrer que les vecteurs u, = f(e,)=| 1 |etu,=f(e;)=|1| formentune basede Im f .
0 2

3.2) Montrer que (U;,U,,U,) est une base de R®.
3.b) Ecrire la matrice de f dans cette base.
3.c) Soit ne N*. Onnote f" = fof..of (nfoisf) le composé de n endomorphismes égaux a f.

Montrer que, VneN*, f"=2""f.



Exercice 4

On rappelle que, si a et b sont des nombres réels ou complexes distincts, les solutions sur R de
I’équation différentielle : y"—(a+b)y'+aby =0 sont les fonctions y définies par :

vxeR, y(x)=1e™ + 1™ ol A et u sont des constantes réelles si (a, b) e R?, complexes si
(a, b) e C?,
1.a) Résoudre I’équation différentielle y"—y =0 .

1.b) Trouver une solution particuliére de 1I’équation y"— Yy = X sous la forme d’une fonction polyndme

de degré1.En déduire la solution générale de I’équation y"—y =X.
2.a) Résoudre 1’équation différentielle y"+ Yy =0. On donnera les solutions a valeurs réelles.

2.b) Trouver une solution particuliére de ’équation y"+y =cos X de la forme: VXxe R,
y(X) =P(x)sinx ou P estun polyndme de degré 1.

3) Soit f une fonction de classe C? sur R..

3.a) Montrer qu’il existe un unique couple (U,V) de fonctions, u paire, v impaire, telles que :

f =u+vVv. Pour tout x réel, on donnera I’expression de u(X) et celle de v(x) al’aide de f(x) et
f(—x).
3.b) Vérifier que u et v sont de classe C?, que U' et V" sont impaires, et que U" et V' sont paires.

4) On se propose de trouver toutes les fonctions f de classe C* sur R telles que :

VxeR, f"(x)+ f(-x)=x+cosx (E) . (Attention, ce n’est pas une équation différentielle)

4.a) Soit f une fonction de classe C® sur R . Onpose f =u+V ol u et v sont les fonctions dont

I’existence a été prouvée en 3.a) .

Montrer que f estsolutionde (E) sur R si et seulement si u est solution de I’équation différentielle

u"(x)+u(x)=cosx et v solution de I’équation différentielle v*'(X) —v(X) =X sur R.

4.b) En déduire les solutions de (E).



