Concours interne de la Ville de Paris 2024

Epreuve de mathématiques

L’épreuve comporte trois exercices. La notation tiendra compte de la qualité de la rédaction et de la
présentation. Il convient d’encadrer ou de souligner les résultats.

Exercice 1

. . (_l)k—l
Pour ne N onpose §, = z e
k=1

. Sln(
1) a) Soit fG]O,E] et ne N". Montrer que : Zeik’ =

k=1 sin( t)

. sin Hn +2)t}
b) En déduire que : Zcos(kt) e

1
k=1 25in(1tj 2
2

2) On considere la fonction g : [O, 7[] — R définie par :

2

g<r>=sm’@

On prendra garde, dans les questions suivantes, au fait que 0 joue ici un role particulier.

si 1€]0,7] et g(0)=0.

a) Montrer que g est de classe C' sur [0,7[].
b) Etablir que pour ¢ € [0,72'] ona: Zn:tz cos(kt) = %g(l‘) sin Kn +%)t} - —t
k=1

3) a) Soit k e N". Justifier que : cos(kz)=(~1)".
b) En utilisant des intégrations par parties, déterminer le réel « tel que :

. et
jtz cos(kt)dt = a(l—).
0

kZ

2 V.4
4) Montrer que pour n€ N ona: §, = — — ng(t)sin[(n +%}t}dt.

tE[O,ﬂ]

5) On pose U, :J.g(t)sinKn+%]t}dt et K= sup ‘g'(t)‘.
0

< K7
1

n+—

2

a) Justifier I’existence du réel K et montrer que : | U,

b) En déduire la limite L de la suite (Sn )neN* .
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1
6) a) Justifier que la série Z_z converge.
n

v 1
k:lkz'

S
b) Montrer que : o,, —S,, = 22
p=1

.
Pour ne N ,onpose: o, =

L
(2p) 2

+00
¢) En utilisant le résultat de 5), déterminer alors la valeur de Z_z
k=1

Exercice 2

Soit / 1’endomorphisme de R* dont la matrice sur la base canonique est :

1 -1 1 1
-1 0 0 1
H =
1 0 0 -1
1 1 -1 1

1) Déterminer des bases de Ker(h) et Im(h) .

On note (El, 52,53,54) la base canonique de R* et on pose :

U=e,+é; U,=¢6+¢e,—¢,—¢€,; U, =€ +¢6,; U,=€ —€,+6,—¢,.
2) a) Justifier que la famille y = (ﬁl,ﬁz,ﬁ3,ﬁ4) est une base de R*.
b) Montrer que, pour k €{2,3,4} : (i, )= A, ou A,,4,4, sontdes réelsa déterminer.

3) a)Déterminer la matrice, notée A, de / relativement a la base y .

b) Donner, en justifiant, la matrice P telle que H =PAP™".

4) a) Montrer que : Vge N |, H* =4'"H*.

b) Donner, pour tout ¢ de N”, une expression simple de H*?*" en fonction de H .

Exercice 3

1) Soit a,b,c des réels. On considere les matrices

3 0 0
—a b 0 b . cl o
M(ab)=|-2 0 2b|.V(ab)=|a|a NO)=| ~ lc .|
0 -1 a 1
0 0 -1 3

a) Calculer M(a,b)V(a,b) et en déduire le rang de M(a,b).
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b) Donner le déterminant de N (c) sous sa forme la plus factorisée et vérifier qu’il est nul si et

seulement si c=1.

¢) Déterminer le rang de N (c) suivant les valeurs de c.
Dans la suite O est un polynome de degré 2 a coefficients réels et # un entier supérieur a 2.

On considére Iapplication f: R, [X]—>R[X]; P> P'Q —%PQ' .
2) Montrer que f définit un endomorphisme de R [X ] .

3)Ici O=X>+aX+b ou (a,b)eRz,et n=2.
a) Donner la matrice de f dans la base canonique de R, [X ] .

b) Déterminer le noyau de f . On pourra utiliser un résultat de 1).

¢) Donner I’image de /.

4)Ici O=X"+2X+c oncelR, et n=3.
a) Donner la matrice de f dans la base canonique de R, [X ]

b) Déterminer le noyau de f suivant les valeurs de ¢. On pourra utiliser un résultat de 1).

Fin du sujet
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